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Kegelschnitte

Andreas Miiller

Zusammenfassung

Im Abschnitt 7.7 wurde das Skalarprodukt verwendet, um Kreise und Kugeln zu
beschreiben. Sie zeichnen sich durch die Eigenschaft eines Punktes aus, vom Mit-
tel gleich weit entfernt zu sein. Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln sind durch leicht
kompliziertere Abstandsbedingungen definiert. Sie haben wie Kreise eine quadrati-
sche Gleichung, die besonders einfach wird, wenn Achsen der Kurven parallel zu den
Koordinatenachsen verlaufen und der Mittelpunkt mit dem Nullpunkt des Koordina-
tensystems iibereinstimmt. Matrizen ermoglichen, die Gleichung eines Kegelschnittes
besonders kompakt und allgemein zu schreiben. Zum Beispiel kann damit gezeigt wer-
den, dass jedes projektive Bild eines Kegelschnitts wieder ein Kegelschnitt ist, oder
wie mit der Methode der kleinsten Quadrate eine Ellipse gefunden werden kann, die
moglichst genau durch vorgegebene Punkte verlduft.

1 Abstandsdefinition

Ein Kreis in der Ebene besteht aus den Punkten, die vom Mittelpunkt M konstanten Ab-
stand r haben. Eine einfache Modifikation dieser Bedingung fiihrt auf die Ellipse, die in
Abschnitt 1.1 besprochen wird. Varianten davon fithren dann auch auf Hyperbeln und Pa-
rabeln.

1.1 Ellipse

Eine Ellipse ist charakterisiert durch die Abstidnde von zwei vorgegebenen Punkten anstel-
le von nur einem Punkt.

Definition 3.1 (Ellipse). Die Ellipse mit den Brennpunkten F| und F, und der grofen
Halbachse a besteht aus den Punkten

{P|PF| + PF, =2a},
deren Abstandssumme von den Brennpunkten 2a ist.

Falls die beiden Punkte F'; = F, = M iibereinstimmen, entsteht der Kreis mit Radius
r = a mit den Punkten als Mittelpunkt. Ein weiterer Extremfall ist 2a = F F,. In diesem
Fall muss ein Punkt P auf der Strecke zwischen F; und F, liegen. Falls 2a < FF; ist,
gibt es keine Punkte, die die Bedingung erfiillen.
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Abbildung 1: Ellipse mit den Brennpunkten F; und F, fiir verschiedene Werte der grolen Halbachse
a. Da die Entfernung F, F, = 6 ist, entartet die Ellipse fiir a = 3 zur Strecke F, F,.

Eine Ellipse ist also eine Art “Oval”, welches um die beiden Brennpunkte herum ver-
lauft. Die Ellipsen zu gegebenen Brennpunkten F| und F, und verschiedenen grof3en Halb-
achsen a sind in Abbildung 1 dargestellt. Je niher beeinander die beiden Punkte F; und
F, liegen, desto dhnlicher wird die Kurve einem Kreis.

Durch spezielle Wahl der Brennpunkte auf der x-Achse eines rechtwinkligen Koordi-
natensystems lassen sich die Abmessungen der Ellipse besser charakterisieren. In Abbil-
dung 2 liegen die Punkte F'; und F, bei den Koordinaten (e, 0) und (—e, 0), sie sind jeweils
gleich weit vom nédchsten Scheitelpunkt entfernt, also F1S| = F»S,. Die Scheitelpunkte
S und S, miissen ausserdem die Abstandsbedingung

20 =8S1F1+S1Fr=8F,+S1F,=515»

erfiillen. Die Scheitelpunkte haben daher die Koordinaten (+a, 0), dies erklart die Bezeich-
nung grofle Halbachse fiir a.

Die Punkte (0, +b) liegen auf der y-Achse und miissen ebenfalls die Abstandsbedin-
gung erfiillen. Dies ist nur moglich, wenn ihr Abstand zu den Brennpunkten a ist. Nach
dem Satz des Pythagoras ist daher a® = b* + €.

Definition 3.2 (Exzentrizitit, kleine Halbachse). Der halbe Abstand e = %F 1Fo der
Brennpunkte einer Ellipse heifsit die lineare Exzentrizitit der Ellipse. Die Strecke b =
Va? — e? heift die kleine Halbachse der Ellipse.
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Abbildung 2: Eine Ellipse besteht aus den Punkten P, deren Abstandssumme P_F1 + P_Fz = 2a ist.

In der Definition 3.1 wird die Ellipse durch die beiden Brennpunkte und die grofe
Halbachse charakterisiert. Daraus lédsst sich immer ein Koordinatensystem konstruieren,
welches als Nullpunkt des Koordinatensystems wird der Mittelpunkt der Strecke FiF,
verwendet, die x-Achse ist die Gerade durch F| und F,. Eine Ellipse kann also auch durch
die beiden Halbachsen a und b, den Mittelpunkt und die Richtung der grolen Halbachse
beschrieben werden.

1.2 Hyperbel
Verwendet man statt der Summe der Abstinde die Differenz, entsteht die Hyperbel.

Definition 3.3 (Hyperbel). Eine Hyperbel mit den Brennpunkten F| und F, und der
groBBen Halbachse a ist die Menge der Punkte P mit der Eigenschaft, daf3 die Differenz
der Entfernungen zu den Brennpunkten

PF, - PF, = +2a (D)

konstant ist. Die beiden Kurven fiir die verschiedenen Vorzeichen in (1) heiffen die Aste
der Hyperbel.

Abbildung 3 links zeigt die beiden Aste der Hyperbel. Wie die Ellipse ist auch die
Hyperbel symmetrisch beziiglich der Achse durch die beiden Brennpunkte. Sie ist ausser-
dem punktsymmetrisch beziiglich des Mittelpunktes der Strecke F'; F». Ebenso kann man
erkennen, dass die Scheitelpunkte die Entfernung a vom Symmetriezentrum haben. Die
Entfernung der Brennpunkte vom Mittelpunkt wird wieder mit e bezeichnet.
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Abbildung 3: Die Hyperbel (links) besteht aus Punkten, deren Abstandsunterschied von den Brenn-
punkten kontant ist. Die Parabel (rechts) besteht aus Punkten, die von einem Punkt und einer Geraden
gleichen Abstand haben.

1.3 Optische Eigenschaften von Ellipsen und Hyperbeln

Die definierende Eigenschaft der Ellipse hat zur Folge, dass alle Wege von einem Brenn-
punkt zu einem Ellipsenpunkt und zuriick zum anderen Brennpunkt gleich lang sind. Das
fermatsche Prinzip besagt, dass Licht immer den kiirzesten Weg nimmt. Ein elliptischer
Spiegel fokussiert daher von F| ausgehendes Licht im Punkt F.

Eine dhnliche Eigenschaft gilt auch fiir die Hyperbel. Im Punkt F; konvergierende
Lichtstrahlen werden von einem hyperbolischen Spiegel im Punkt F, fokussiert, denn da-
durch wird der Lichtweg fiir alle Strahlen um den gleichen Betrag 2a linger.

Mit diesen optischen Uberlegungen lisst sich jetzt auch eine einfache Konstruktion
fiir die Tangente an eine Hyperbel oder Ellipse angeben. Die Tangente an die Hyperbel im
Punkt P ist die Winkelhalbierende des Winkels /F| PF;. Die Tangente an die Ellipse steht
senkrecht auf der Normalen, die ihrerseits die Winkelhalbierende des Winkels 2F| PF’, ist.

1.4 Parabel

Verschiebt man einen der Brennpunkte einer Ellipse oder Ellipse sehr weit weg, entsteht
eine Kurve mit der Eigenschaft, dass parallel einfallendes Licht im verbleibenden Brenn-
punkt fokussiert wird. Der Weg des Lichtes ausgehend von einer senkrecht auf der Achse
stehenden Wellenfront bis zum Brennpunkt ist also immer gleich grof3. Die gesuchte Kurve
kann daher auch auf die folgende Art charakterisiert werden.

Definition 3.4 (Parabel). Die Parabel mit Brennpunkt P und Leitgerade [ besteht aus den
Punkten P, die von F und von der Geraden [ den gleichen Abstand

f=PF=Pl

haben. f = %ﬁ heifit auch die Brennweite.
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Auch fiir die Parabel lésst sich aus der Beschreibung mit Hilfe optischer Eigenschaften
eine Konstruktion der Tangenten angeben. Ist P’ die Projektion von P auf die Leitgerade
[, dann ist die Tangente im Punkt P ist die Winkelhalbierende des Winkels ZFPP’.

Der Reflektor eines Autoscheinwerfers ist ein Rotationsparaboloid, damit des Licht der
im Wesentlichen punktférmigen Lichtquelle zu einem parallelen Strahl gebiindelt wird,
welcher die Strafle auf eine moglichst groe Distanz ausleuchten kann. Aus Ellipsen, Hy-
perbeln und Parabeln konstruierte Rotationsflachen bilden die Basis der Konstruktion von
Spiegelteleskopen. Das Newtonsche Spiegelteleskop verwendet einen parabolischen Spie-
gel, der das von den Sternen einfallende Licht im Brennpunkt F fokussiert. Mit Hilfe
eines ebenen Fangspiegels wird das Licht aus dem Teleskoptubus zur Seite reflektiert, wo
das Bild mit einem Okular betrachtet werden kann. Ein Cassegrain-Teleskop verwendet
statt des ebenen Spiegels einen hyperbolischen Spiegel, der das Licht durch ein Loch im
Hauptspiegel in den zweiten Brennpunkt ausserhalb des Teleskops fokussiert. Statt eines
hyperbolischen Spiegels kann auch ein elliptischer Spiegel verwendet werden, wie dies im
Gregory-Teleskop verwendet werden.

2 Koordinatengleichungen

Fiir | = F, = O wird eine Ellipse zu einem Kreis, der die einfache Koordinatengleichung
x?+y? = r2. Kann man eine ihnlich einfache Koordinatengleichung fiir Ellipsen angeben?

2.1 Gleichung einer Ellipse

Die Ellipse in Abbildung 2 sieht aus wie ein Einheitskreis, der in x-Richtung um den
Faktor a und in y-Richtung um den Faktor b gestreckt worden ist. Ein derart gestreckter
Kreis hat die Koordinatengleichung

x2 y2

a—z + ﬁ =1. (2)
Wir mochten zeigen, dass dies tatsdchlich eine Ellipse ist.

Satz 3.5 (Koordinatengleichung einer Ellipse). Die Punkte einer Ellipse mit der grofien
Halbachse a und den Brennpunkte haben die Koordinaten (+e, 0) mit e = Va* — b? erfiillen
die Gleichung (3).

Beweis. Ein Punkt (x,y) der Ellipse erfiillt die Abstandsbedingung

Jir+eR +32 +J(r-eP +y2 = 20, @)

die Ellipse definiert. Wir miissen zeigen, dass diese Gleichung gleichbedeutend mit der
Gleichung (3) ist.
Die Wurzeln (3) konnen durch quadrieren eliminiert werden, was

(x+e) +y" + 2\/((x+ e +y)((x—eP +y?) + (x—e) +y’ = 4d®
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ergibt. Isoliert man die Quadratwurzel auf der linken Seite, wird daraus

\/y“ +2X2y2 +262y2 4 x* — 20202 + ¢4 = 2a% — X% — & — Y.

Durch erneutes Quadrieren kann auch noch die Quadratwurzel auf der linken Seite zum
Verschwinden gebracht werden:

Y222 4262y 4 xt =27 et = v 2xPy 4267y —datyP +x 422 P —dat P et —dat e +4a’.
Einige Terme heben sich weg, es bleibt
—26%x* = —4a*y? +2¢*x% — 4a*x* - 4d%e® + 4a”.
Indem alle Terme mit x und y auf die linke Seite bringt, entsteht
ax* - exr v ad?y =at - a*e?
oder zusammengefasst
(a2 - ez)x2 + azy2 = az(a2 - ez).

2 — ¢* wird daraus

mit b? = a
P22+ a2y2 = 2B,

und nach Division durch a2b?

2L
a2 @@
Damit ist gezeigt, dass der Punkt (x, y) tatséchlich die Gleichung (3) erfiillt. ]

Da die trigonometrischen Funktionen die Identitét
cos’ ¢ +sint =1
erfiillen, folgt aus der Gleichung (3), dass

X .
— =cost und 2 sin ¢
a b

gesetzt werden kann. Dies ergibt die Parametrisierung

. 2. _facost
YRR 1t 9() = (bsint)

der Ellipse.
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2.2 Gleichung einer Hyperbel

Mit der gleichen Art von Rechnung wie im Beweis des Satzes 3.5 kann man auch fiir die
Hyperbel eine entsprechende Koordinatengleichung finden.

Satz 3.6 (Koordinatengleichung einer Hyperbel). Die Hyperbel mit Brennpunkten (+e, 0)
und der grofien Halbachse a besteht aus den Punkte, die die Koordinatengleichung

x2 y2
2 pT) @

erfiillen.

Mit Hilfe der hyperbolischen Funktionen lisst sich eine niitzliche Parametrisierung der
Hyperbel angeben. Die hyperbolischen Funktionen erfiillen

cosh? t — sinh? £ = 1.
Aus der Gleichung (4) folgt, dass man
T = cosht und Y _ Sinht
a b

setzen kann. Vektoriell geschrieben erhilt man sie die Parametrisierung

acosh t)

. 2. —
y.:R>R .tl—)'y+(t)—(bsinht

Diese Parametrisierung beschreibt den Ast der Hyperbel im ersten und vierten Quadranten.
Fiir den zweiten Ast im zweiten und dritten Quadranten kann man die Parametrisierung

—acosh t)

. 2. —
y_:R-> R .t|—>7_(t)—( bsinh t

verwenden.

2.3 Gleichung einer Parabel

Um die Koordinatengleichung einer Parabel zu konstruieren, verwenden wird F' = (f, 0)
als Brennpunkt und als Leitgerade die zur y-Achse parallele Gerade durch den Punkt
(—f,0). Die Abstandsbedingung eines Punktes (x, y) der Parabel wird dann

NE= P+ =f+x

Die Wurzel kann durch Quadrieren zum verschwinden gebracht werden. Es entsteht
X =2fx+ P4y = A4 2fx+ 22
oder vereinfacht
y2 =4fx.
Dies ist die Koordinatengleichung einer Parabel.

Satz 3.7 (Koordinatengleichung einer Parabel). Die Punkte (x,y), die die Gleichung y* =
4 fx erfiillen, bilden eine Parabel mit Brennweite f.
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Abbildung 4: Dandelin-Kugeln und Kegelschnitteigenschaft. Die Abstidnde eines Punktes der
Schnittkurve zu den Beriithrpunkten der Dandelin-Kugeln sind Tangenten und daher gleich lang wie
die Abschnitte der Mantellinie bis zum Beriihrkreis der Kugeln. Die Summe der Abstinde ist daher
gleich gross wie der Abstand zwischen den Beriihrkreisen. Die Schnittkurve ist daher eine Ellipse
mit Brennpunkten F, und F,.

3 Dandelin-Kugeln

Ellipsen sind auch bekannt als Kegelschnitte. In diesem Abschnitt soll gezeigt werden,
dass die Schnittkurve eines Kegels mit einer Ebene tatsdchlich die Abstandsdefinition einer
Ellipse oder Hyperbel erfiillt

Der Schnitt einer Ebene mit einem geraden Kreiskegel in einem Winkel, der groBer als
der halbe Offnungswinkel des Kegels ist, ist in Abbildung 4 dargestellt. Die beiden in den
Kegel einbeschriebenen Kugeln, die die Schnittebene in den Punkten F und F, beriihren,
heiB3en die dandelinschen Kugeln. Die Strecke PF; von einem Punkt P auf der Schnittkurve
zu einem der Punkte F; ist eine Tangente an die entsprechdne Kugel. Sie ist daher gleich
lang wie der Abschnitt der Mantellinie des Kegels vom Punkt P bis zum Beriihrkreis der
Kugel. Die Summe der Entfernungen von P zu den Punkten F; ist daher der Abstand
der beiden Beriihrkreise und damit konstant. Somit ist gezeigt, dass die Schnittkurve eine
Ellipse mit den Brennpunkten F; und F; ist, Die grole Halbachse ist der halbe Abstand
der beiden Beriihrkreise.

Eine #hnliche Uberlegung kann auf eine Schnittebene angewendet werden, die die
Achse des Kegels in einem Winkel schneidet, der kleiner als der halbe Offnungswinkel
des Kegels ist. Die Schnittkurve ist in diesem Fall eine Hyperbel. Eine Schnittebene, die
die Achse im halben Offnungswinkel des Kegels schneidet, schneidet den Kegel in einer
Parabel.
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4 Matrixform der Gleichung

Die Schreibweise der Koordinatengleichungen in Abschnitt 2 ist nicht gut verallgemeine-
rungsfihig. Daher wird in diesem Abschnitt eine Matrizenschreibeweise entwickelt, mit
der sich jeder beliebige Kegelschnitt in der Ebene beschreiben lasst.

4.1 Ellipse und Hyperbel

Die Koordinatengleichung (3) kann in Matrixform als

22 11
X_ + y_ = X e ? X =1
a2 b2 y 0 »” y
———
=A
geschrieben werden. Die Matrix A ist eine Diagonalmatrix. Schreiben v fiir den Vektor mit
den Komponenten x und y, wird die Ellipsengleichung zu

VIAv =1

firv e R.
Die Koordinatengleichung einer Hyperbel unterscheidet sich nur das Vorzeichen das
Terms y*/b*. Die Gleichung einer Hyperbel in Matrixform wird daher

2y (N (L 0 )\(x\ |,

— = a =VvBy=1.

a*>  b? (y)(o —#)(y) e
N————

=B

Fiir jede Diagonalmatrix D beschreibt die Gleichung v'Dv = 1 eine Ellipse oder eine
Hyperbel, je nach den Vorzeichen der Diagonalelemente.

4.2 Drehungen und Verschiebungen

Die Gleichung v'Dv = 1 beschreibt eine Ellipse oder Hyperbel mit Mittelpunkt im Null-
punkt des Koordinatensystems und Achsen parallel zu den Koordinatenachsen. Eine be-
liebige Ellipse oder Hyperbel entsteht durch Drehung und Verschiebung.

Wir betrachten zunichst eine beliebige Ellipse oder Hyperbel mit Mittelpunkt im Null-
punkt des Koordinatensystems. Ist O eine Drehmatrix, die die Achsen in die Richtung der
Koordinatenachsen dreht, dann erfiillen die Punkte v/ = Ov eine Gleichung der Form
VDV =1, oder

1 = OV'DOv =V'(O'DO)v.
—
=A
Die Matrix A ist symmetrisch. Jede symmetrische Matrix kann mit einer Drehmatrix dia-
gonalisiert werden. Jede Gleichung der Form v'Av = 1 mit einer symmetrischen, reguliren
Matrix beschreibt eine Ellipse oder Hyperbel.

Durch eine Verschiebung kann der Mittelpunkt einer Ellipse in den Nullpunkt ver-
schoben werden. Daraus lésst sich die allgemeine Koordinatengleichung fiir Ellipsen und
Hyperbeln ableiten.
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Satz 3.8 (Matrixform). Jede Ellipse oder Hyperbel lisst sich als Losungsmenge einer
Gleichung
(v—m)YA(v-m) =1 )

schreiben, wobei m der Ortsvektor des Mittelpunktes ist und A eine symmetrische reguldire
Matrix. Die Achsen haben die Richtung der Eigenvektoren der Matrix A.

4.3 Matrixform einer beliebigen quadratischen Gleichung

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass jede quadratische Gleichung in x und y in
die Form (5) gebracht werden kann. Sei also

ax® + 2bxy + cy* +2dx +2ey+ f =0 (6)
gegeben und soll in die Form (5) gebracht werden, die ausmultipliziert die Form
VAV — 2V Am + m'Am = 1 7

annimmt. Der Vergleich mit (6) suggeriert, die Gleichung als

I 6]+ ()=

zu schreiben. Der konstante Term der Matrixgleichung ist dadruch aber bereits vollstindig
festgelegt und es gibt keinen Grund, warum er mit dem konstanten Term f iibereinstimmen
soll.

Wir schaffen daher in beiden Gleichungen alle nicht von x und y abhingigen Terme
auf die rechte Seite, und erhalten die Gleichungen

VAV - 2VAm =1 — m'Am und V! (Z i) v—2 (i) =—f.
=B =my

Es wird offensichtlich, dass die beiden Gleichungen nicht unbedingt identsch sein konnen,
dass sie sich vielmehr um einen Faktor unterscheiden konnen. Gesucht ist also ein Matrix
A und ein Vektor m derart, dass

A = sB, Am = smy und sf=1-m'Am.
Aus der mittleren Gleichung folgt
Am = sBm = smy = m= B’lmo,

der Vektor m ist damit bereits unabhédngig vom Wert von s festgelegt. Einsetzen von A =
sB in der dritten Gleichung liefert dann

sf=1-m'sBm = s(f+m'Bm)=1
1 1 1

= $= t = t(B-1RBR-1 = (BNt
f+m'Bm  f+m(B~)YBB'my  f+my(B')mgy

Damit ist s bestimmt und man kann auch A ausrechnen. Wir fassen diese Resultate im
folgenden Satz zusammen.
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Satz 3.9 (Matrixform einer quadratischen Gleichung). Eine quadratische Gleichung der
Form
ax® + 2bxy + cy* +2dx +2ey+ f =0

kann in der Form

v-—mlAv-—m) =1 mit v= (i)

geschrieben werden, die Matrix A und der Vektor m werden durch

~ fHmi (B Ymg

a b d
B= (b c) und my = (e)

Die Herleitung der Resuldate des Satzes ist nicht auf die Dimension 2 beschriinkt, sie
funktioniert auch fiir quadratische Gleichungen von beliebig vielen Variablen. Die geoem-
trische Interpretation der Losungsmenge ist moglicherweise etwas schwieriger, wir kom-
men in den zwei folgenden Abschnitten darauf zuriick.

und m = B 'my,.

aus

bestimmt.

4.4 Affine Bilder von Kegelschnitten

Wir betrachten die Menge der Punkte, die die quadratische Gleichung
v-mlAv-m)=1

erfiillen. Eine affine Abbildung der Losungsmenge wurd durch eine Matrix B beschrieben.
Mit B sollen die Punkte der Kurve abgebildet werden sollen. Ist v = Bv ein Vektor, dann
erfiillt v = B~ die Gleichung. Die Punkte v’ des Bildes erfiillen daher die Gleichung

(B —m)yAB™ W —m) = 1.

Die Faktoren B~! konnen in die symmetrische Matrix verschoben werden, die Gleichung
wird dadurch zu
(' = Bm)(B"YAB 'V = Bm) =1
~————
=A
mit einer neuen symmetrischen Matrix A’. Wie erwartet ist der Mittelpunkt der Kurve Bm.

Die Rechnung zeigt also, dass affine Bilder von Ellipsen und Hyperbeln wieder Ellipsen
und Hyperbeln sind.
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4.5 Projektive Bilder von Kegelschnitten

Welche Form erhilt eine Ellipse, wenn sie mit einer Kamera abgebildet wird? In Kapitel 10
wurde gezeigt, wie man zu diesem Zweck homogene Koordinaten verwenden muss. Diese
beschreiben Strahlen durch das Kamerazentrum, das Bild entsteht dann durch Schneiden
dieser Strahlen mit der Bildebene.

Als Einfithrungsbeispiel betrachten wir den Einheitskreis in der x-y-Ebene. Die Kame-
ra wird im Punkt C = (0,0, 1) auf der z-Achse platziert. Die vom Punkt C ausgehenden
Strahlen bilden einen geraden Kreiskegel. Das Bild auf dem Kamerachip entsteht durch
Schneiden dieses Kegels mit einer Ebene, deren Ausrichtung von Ausrichtung der Kame-
ra abhingt. Abschnitt 3 zeigt, dass ganz unabhéngig von der Ausrichtung der Kamera, die
Schnittkurve immer eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel ist, dass sie also Losungsmenge
einer quadratischen Gleichung der Form (v — m)'A(v — m) = 1 ist.

Etwas allgemeiner betrachten wir jetzt die Losungsmenge einer quadratischen Glei-
chung der Form (v — m)'A(v — m) = 1. Wir platzieren diese Punkte in die Ebene z = 1 in
einem dreidmensionalen Raum, wir bertrachten also die Menge

o))

Die Verschiebung um m kann als Wirkung der Matrix

1 0 -m, I —-m
T,=10 1 -my|= ( 0 1 )
0 0 1
auf Ortsvektoren ¥ von Punkten in der Ebene z = 1. Fiigt man die Matrix A in eine 3 X 3-
Matrix ein, indem man in der rechten unteren Ecke eine 1 hinzufiigt, wir bezeichnen diese

Matrix mit
~ (A O
A_(O 1).

Damit kann man die linke Seite der quadratische Gleichung mit den Vektoren 7,,v in der
Form

(T AT, = (V | ’”) (g‘ ?) (” | ’") - (” ‘1 ’") (A(V n ’")) = - mYA(—m) + 1.

Der zusitzliche Summand 1, der auf der linken Seite der zweidimensionalen Gleichung
nicht vorhanden ist, kann auf beiden Seiten subtrahiert werden. So entsteht die Gleichung

(T¥)'AT,,v = 0. (3

In der Gleichung 8 ist die z-Koordinaten fest auf 1. Da die Gleichung homogen ist, ist sie
mit ¥ auch fiir jedes Vielfache zV erfiillt. Sie beschreibt daher einen Kegel mit der Spitze
Nullpunkt.

Eine andere Ausrichtung der Kamera entsteht durch Drehung mit einer orthogonalen
Matrix O € O(3). Das Bild entsteht dann durch Schneiden des gedrehten Kegels mit einer
Ebene. Dies Schnittmenge ist aber wieder Losungsmenge einer quadratischen Gleichung.
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4 Ay A3 Losungsmenge

>0 >0 >0 | Ellipsoid

>0 =4 =14 Kugel

>0 =4; >0 | Rotationsellipsoid

>0 >0 <0 | einschaliges Hyperboloid

>0 =4; <0 | einschaliges Rotationshyperboloid
>0 <0 <0 | zweischaliges Hyperboloid

>0 <0 =2, | zweischaliges Rotationshyperboloid
<0 <0 <0 | leer

Tabelle 1: Losungsmenge in Abhéngigkeit von den Eigenwerten der Matrix A

Satz 3.10 (Projektives Bild). Das projekte Bild einer Losungsmenge einer quadratischen
Gleichung ist immer wieder Losungsmenge einer quadratischen Gleichung.

Auch die Uberlegungen, die auf den Satz 3.10 gefiihrt haben, sind nicht auf Dimension
2 beschriinkt. In Dimension 3 zum Beispiel kann die Losungsmenge von (v — m)'A(v—m) =
1 durch Verschiebung um m und Diagonalisierung der Matrix A verstanden werden. Fiir
eine regulire, symmetrische Matrix mit den Eigenwerten A;, i = 1,..., 3, hingt die Gestalt
der Losungsmenge von den Vorzeichen der Eigenwerte ab. Tabelle 1 stellt die verschiede-
nen Moglichkeiten zusammen. Sie ergeben sich durch Betrachtung von Schnittkurven der
Losungsmenge mit den Koordinatenebenen. Diese Schnittkurven miissen Ellipsen oder
Hyperbeln sein, die Halbachsen sind jeweils 1/+]4;].

5 Ellipse durch vorgegebene Punkte
Eine Ellipse besteht aus den Punkten der Ebene, die eine Gleichung der Form
v-m'Av-m) =1 9

erfiillen, wobei v € R? der Koordinatenvektor ist, m € R? der Mittelpunkt der Ellipse und A
eine symmetrische Matrix. In diesem Abschnitt soll die folgende Aufgabe gelost werden.

Aufgabe 3.11. Gegeben sind n Punkte (x;,y;), i = 1,...,n, in der Ebene, man gebe ein
Losungverfahren an um die Ellipse zu finden, die am besten zu den Punkten passt.

a a
A= ( 1 12)
ar  ax
mit aj; = ap; und ein Vektor m. Sie muss so gestaltet sein, dass die Abweichungen, die die

Punkte x; beim Einsetzen ergeben, moglichst klein sind. Multipliziert man die Gleichung
(9) aus, erhilt man

Gesucht ist eine Matrix

VAV — 2V Am + m'Am = 1. (10)

Der Term m'Am ist festgelegt, sobald A und m bekannt sind, man sollte daher nicht ver-
suchen, diesen Term unabhingig von den anderen zu bestimmen. Schreibt man dafiir
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m'Am = ¢, dann wird die Gleichung (10) zu
VIAV = 2V Am + ¢ = 1.

Darin ist c ist aber keine unabhingige Variable, wir konnen sie subtrahieren und anschlie-
Bend durch 1 — ¢ dividieren. So erhalten wir

Am = 1.

Vt

1
Av =2/
[P

Schreiben wir B = (1/(1 — ¢))A, wird die Gleichung zu
VIBy —2v'Bm = 1.

Das Produkt Bm ist ein Vektor p = Bm, aus dem m mittels m = B~!p gefunden werden
kann. Damit wird die Gleichung zu

VB —2v'p =1. (11)

In dieser Form bleiben nur noch fiinf Variable, ndmlich die drei unabhingigen Koffizienten
der symmetrischen Matrix B und die beiden Komponenten von p. In der Gleichung (11)
treten sie unabhingig voneinander und linear auf. Ausgeschrieben fiir den Punkt (x;,y;)
wird Gleichung (11) zu

xrayy + 2xpyian + yran — 2xip1 — 2yips = 1. (12)
Die Matrix fiir das zu den Gleichungen (12) gehorige lineare Least Squares-Problem ist
x% 2x1y1 y% —2x; -2y
X5 2y y; 2xm 2m| o

. . . , die rechten Seite ist b =
X2 2xyn ve 2%, =2y, 1
Mit dem Least-Squares-Ansatz findet man jetzt einen Vektor
s=(MM)""Mb.

Daraus kann man die Matrix

B = (Sl sz) und den Vektor m = B! (s4)
S2 853 A

ablesen. Zu bestimmen ist weiter noch der Wert von ¢, dazu berechnet man zunichst

c
m'Am =
1-c -c

u=mBm=

und 16st anschlieend nach ¢ auf:

= u-uc=c = u=cll+u = c=
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Abbildung 5: Anwendung des Verfahrens von Abschnitt 5 auf die Randpunkte einer elliptischen
Gebickdose.

Damit kann jetzt auch die Matrix

A=(1-¢)B= B

1+u
gefunden werden.

Abbildung 5 zeigt das Resultat der Anwendung dieses Algorithmus auf eine ellip-
tischen Dose fiir Weihnachtsgebéck. Mit Hilfe eines Bildbearbeitungsprogramms wurden
die Koordinaten von 16 Punkten (rot) auf dem Rand der Dose ermittelt. Daraus wurden die
Parameter der Ellipse (griin) ermittelt. Die Hauptachsen (blau) der Ellipse sind gegeniiber
den Koordinatenachsen um den kleinen, hellblauen Winkel verdreht.

Das folgende Octave-Programm fiihrt die gesamte Berechnung durch:

%

% loesung.m —— Ellipse durch vorgegebene Punkte
%

% (c) 2023 Prof Dr Andreas Mueller

%

% Daten aus dem File einlesen
punkte = csvread (" punkte.csv");
n = size (punkte)(1);

punkte = punkte(2:n,:)

n = size (punkte)(1);
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x = punkte(:,1);
y punkte (:,2);

% Matrix des Least Squares Systems
M = zeros(n, 5);

M(:,1) = x .*x Xx;

M(:,2) =2 % X .% Yy;

M(:,3) =y . y;

M(:,4) = -2 * x;

M(:,5) = -2 % y;

% rechte Seite besteht aus lauter Einsen
b = ones(n, 1);

% Loesung des least squares Gleichungssystems
s =M\ b
B = [
s(1,1), s(2,1);
s(2,1), s(3.,1)
Ik
v=[
s(4,1);
s(5.,1)
Ik

% Bestimmung des Mittelpunktes
m = inverse(B) % v

% Berechnung von c¢
)

u=m % B % m;
c=u/ (1 + u

% Berechnung der Matrix A
A = (1-c)xB

% Die Halbachsen sind die Eigenwerte der Quadratwurzel
% der invertierten Matrix

[V, lambda] = eig(A)

halbachsen = sqrt(inverse (lambda))

Fiir die sechzehn Punkte auf dem Rand der elliptischen Dose von Abbildung 5 mit
den Koordinaten von Tabelle 2 findet das Programm die Losung:

6.1733 0.12647

106
0.12647 12449 |10

_ (456.37
~ {340.20

), ¢ =2.7658, A:(

mit den Halbachsen a = 402.56 und b = 283.40, gemessen in Pixeln. Die Ellipse ist
gegeniiber den Achsen nur wenig verdreht (nur etwas mehr als ein Grad), so dass die
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i ‘ 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16
x;| 55 458 459 857 181 175 761 742 90 299 576 830 813 602 333 98
yi 338 624 57 331 549 140 151 537 224 82 68 230 469 603 611 474

Tabelle 2: Koordinaten der sechzehn roten Punkte auf dem Rand der elliptischen Gebéckdose von
Abbildung 5.

Diagonalelemente der Matrix A sehr nahe bei 1/a*> = 6.17-10"% und 1/b> = 12.45-107°
sind. Diese Daten wurden fiir die Darstellung der Ellipse in Abbildung 5 verwendet.
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