Lineare Algebra, Kapitel 9 Ubungsaufgaben

Losungen zu den Ubungsaufgaben im Buch Lineare Algebra: Eine anwendungsorientierte Einfiih-
rung von Andreas Miiller, ISBN 978-3-662-67865-7, https://link.springer.com/book/10.
1007/978-3-662-67866-4, Website zum Buch: https://linalg.ch

Kapitel 9: Transformationen

9.1. Betrachten Sie die Menge

o-frn-(s 3] eex}

der 2 x 2-Matrizen mit identischen Eintridgen. Die Matrizen m(a) haben die Determinante det m(a) =
0, sie sind also nicht reguldr. Trotzdem soll in dieser Aufgabe gezeigt werden, dass die Menge G
eine Gruppe mit der Matrizenmultiplikation als Verkniipfung ist.

a) Rechnen Sie nach, dass m(a)m(b) € G ist.
b) Finden Sie das neutrale Element in G.
¢) Finden Sie das inverse Element von m(a).

Losung. a)

a a\(b b ab+ab ab +ab
m(@)m(b) = (a a) (b b) - (ab +ab ab+ ab) = m(2ab) € G.

b) Wir suchen eine Zahl e derart, dass m(a)m(e) = m(a) fiir alle a € R* gilt. Wegen m(e)m(a) =

m(2ea) muss e = % sein.

c) Das inverse Element m(b) von m(a) hat die Eigenschaft
1
m(3) = m(aym(b) = m(2ab) = 2ab = 3 = b=—.

Die Inverse ist also m(a)~! = m(1/4a). O

9.2. Der Mittelpunkt des Wiirfels mit Kantenldnge 2 befindet sich im Koordinatenursprung (Abbil-
dung 9.26). Eine Drehung des Raumes fiihrt die Punkte A, B und C in die Punkte A’, B’ bzw. C’
iiber.

a) Finden Sie die Drehmatrix R.

b) Wie grof} ist der Winkel zwischen den beiden Ortsvektoren OA und OB.

c) Wie groB ist der Winkel zwischen den Bildern der Vektoren

1 -1
1 und |-1}?
0 -1
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Abbildung 1: Aufgabe 9.2 fragt nach einer Drehmatrix, die den linken Wiirfel in den rechten Wiirfel tiberfiihrt.

Lésung. a) Die dargestellte Drehung bildet die Standardbasis-Vektoren wie folgt ab:

0 -1 0
g] - -1 . 82 = 0 und 83 i 0].
0 0 -1

Die gesuchte Drehmatrix ist daher
0 -1 0
R=|-1 0 0f.
0 0 -1

Alternativ hitte die Aufgabe aber auch wie folgt gelost werden konnen:
Da die Punkte A, B und C mit Ortsvektoren

Aol L

auf die Punkte A’, B’ und C’ mit Ortsvektoren

1 -1
#=|-1], =1
-1 -1

abgebildet werden, miissen folgende Gleichungen erfiillt sein:

-

@ =Rd, B =Rb, & =Ré

Leider kann mit diesen Gleichungen die Drehmatrix noch nicht bestimmt werden, da die Punk-
te A, Bund C in einer Ebene liegen und damit linear abhingig sind. Wir miissen daher noch
ein weiteres Punktepaar aus der Zeichnung herauslesen. Wir wihlen die vordere untere Ecke

1 1
J’:[—l] . J’:[—l] mit d =Rd.
-1 1
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Die drei Gleichungen

El)l

Rd,

b = Rb,

d =Rd

konnen nun in einer Gleichung zusammengefasst werden zu

-1
-1
-1

1
-1
-1

1
-1

e

1 1
1 -1y,
1 -1

=p’

=P

wobei in den Spalten der Matrix P die Vektoren d, b und d enthalten sind und in den Spalten
der Matrix P’ die Vektoren @, &’ und d’. Damit kann nun die Drehmatrix gefunden werden als

1 -1
R=PP'=|-1 -1
-1 -1

Al

== O

-1
0
0

0
0f.
-1

Wie man sieht, kommt man auf das selbe Ergebnis wie oben.

b) Die Zwischenwinkelformel muss auf die Vektoren @ und b angewendet werden:

@ = T I T = V3

a-b 1 1+(=D-1+1-1 1

V3.3

3

b= VI2+12+12= V3
cos(@) = > =
lal - D]
a = 70.529°.

¢) Die Zwischenwinkelformel muss auf die Vektoren

o

und

angewendet werden:

gl

[_1

0 -1
0

0 0
0 -1
-1 0
0 O

(D) 1+(-1)-1+0-1

0
0
-1

-2

L

a = 144.736°.

B VED2+H (12402 VI2+ 12+ 12

V6
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Asg

Abbildung 2: Dodekaeder fiir Aufgabe 9.3.

9.3. Vom Dodekaeder in Abbildung 9.27 sind die Punkte

Al = (1’ 1, 1), AIO = (07 —®, 1/90)9 A13 = (1/99, Oa <P), mi P 1+ \/g
A]S = (_I/QD’()’QD)’ A18 = (‘)0’_1/90’0) 2

bekannt.

a) Finden Sie eine Drehmatrix R, welche A;g auf A abbildet und die Seitenfliche A1AgAsA 15A13
in sich abbildet.

b) Finden Sie den Drehwinkel der von R beschriebenen Drehung.

Losung. a) AuBer der bereits bekannten Zuordnung A3 — Ao, konnen wir aus der Zeichnung
zusitzlich ablesen A — A3 und Aj3 — Ajs. Diese Zuordnungen konnen wir jetzt vektoriell

schreiben:
1o 1/p /e 0 -l/p
R{1 —1/¢ 0 |=l0 - 0 = R = B,B;". (1)
1

0 ® e llp ¢
=B =B,

Die numerische Rechnung ergibt

0.50000 —0.30902 —0.19098

0.30902  0.80902 -0.11803
B' =
-0.19098 —0.50000  0.69098
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0.61803  0.00000 -0.61803)( 0.30902  0.80902 -0.11803
R = B,B;' =]0.00000 -1.61803  0.00000|| 0.50000 —0.30902 -0.19098
1.61803  0.61803  1.61803)1-0.19098 —0.50000  0.69098

0.30902 0.80902 —0.50000

=[-0.80902 0.50000  0.30902

0.50000 0.30902  0.80902

b) Den Drehwinkel konnen wir mit der Spurformel berechnen:
tr—-1 -1
= = —— =0.30902
cos @ 5 5
= a="72° O

Diskussion. Die Inverse B]‘1 in (??) konnen wir auch exakt berechnen. Dazu beachten wir, dass sich
alle Resultate wihrend der Durchfithrung des Gauf3-Algorithmus in der Form a + by geschrieben
werden konnen, wobe a und b rationale Zahlen sind. Zum Beispiel ist

p-=¢p+1
1 2 21-+v5)  V5-1
s leivs 15 a2 ¢!
11 N5 201
1-2¢ 1-1-+5 5 5
3 1 3¢
20+2 2

Die zweite Beziehung erlaubt, die Terme 1/¢ in B; zum Verschwinden zu bringen. Die letzten
zwei Beziehungen sind die Reziproken der Pivot-Elemente, die bei der Durchfiihrung des Gaul3-
Algorithmus zur Berechnung der Inversen auftreten. In der nachfolgenden Rechnung werden nach
jedem Schritt ¢? durch ¢ + 1 ersetzt:

1 @ /|1 0 O 1 @ e—-1]1 0 O

1 -1/¢ 0 |0 1 0|>|1 —p+1 0 |0 1 0

1 0 o |0 0 1 1 0 e |0 0 1
1 %) -1 1 0 O

-0 1-2¢ 1-¢| -1 1 0

0 -9 1 -1 0 1
1 o p—1 1 0 0
0 1 GB-9/f5 | 2e-1/5 (A-2¢)/5 0
0 0 2@+2)/5| (¢=3)/5 (e+2)/5 1
1 ¢ -1 1 0 0
0 1 G-9)5| 2p-1/5 (1-2¢)/5 0
0 0 1 /2 -1 -1 GB-¢)/2
I o 0] Qp—-1/2 (p-1/2 (4-3¢)/2
0 1 0 5 1-9)/2 (p-2)/2
0 0 1| ¢/2-1 -1 GB-9)/2
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10 0] p-1D/2 ¢2  (B-2¢)2
-0 1 0 : (1-9)/2 (¢-2)/2
0 0 1] ¢/2-1 -1 (B-9)/2

Wir lesen ab
B' = 5 I-9)/2 (p-2)/2

{w—ng @/2 6—2@ﬂ]
1 .
(p-2)/2 -1 B-9)/2

Die Drehmatrix ist

e-D/2 /2 -1
R=BB;' =| -¢/2 3 (e-D/2f.
3 -D2 g2

Um den Drehwinkel zu bestimmen, wenden wir die Spurformel auf R an:

-1 V5-1
COSG,’—T— 3
= a=172°.
9.4. Sei A die Matrix
1{2 -2 1]
A==11 2 2].
Sl 1 22

a) Ist A orthogonal?
b) Zeigen Sie: A ist keine Drehmatrix.
¢) Finden Sie die Matrix S einer Spiegelung an der x-y-Ebene.
d) Berechnen Sie AS.
e) Zeigen Sie: AS ist eine Drehmatrix.
f) Bestimmen Sie den Drehwinkel von AS .
Losung. a) A’A = I durch nachrechnen, also ist A orthogonal.

b) det(A) = —1, eine Drehmatrix hitte det(A) = 1.

1 0 O
S={0 1 0f,
0 0 -1

¢) Die Matrix § ist

sie ist orthogonal und det(S) = —1.
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nr o 0 1 2 =2 -1
2 20 1 0= 3 1 2 =2
1 =2Jl0 0 -1 1 2
e) AS ist als Produkt orthogonaler Matrizen auch orthogonal, und det(AS) = det(A)det(S) =

-D-=D=1

f) Den Drehwinkel kann man mit der Spurformel ermitteln:

d)

AS =

[OSTRE
[\ R \S]

wA-1 _36-1 1

2 2 2
a = 60° O

cosa =



