Lineare Algebra, Kapitel 12 Ubungsaufgaben

Losungen zu den Ubungsaufgaben im Buch Lineare Algebra: Eine anwendungsorientierte Einfiih-
rung von Andreas Miiller, ISBN 978-3-662-67865-7, https://link.springer.com/book/10.
1007/978-3-662-67866-4, Website zum Buch: https://linalg.ch

Kapitel 12: Matrixzerlegungen

2 8 8 10
A=|1 5 T}, b=110{.
01 5 9

a) Finden Sie die LU-Zerlegung von A.

12.1. Gegeben sei

b) Berechnen Sie det(A).
c) Losen Sie das Gleichungssystem Ly = b.
d) Losen Sie das Gleichungssystem Ux = y.

Losung. a) Die LU-Zerlegung wird mit dem GauB3-Algorithmus gefunden

2 8 8 1 4 4 1 4 4 1 4 4
1 7110 1 3|—-/0 1 3|—-|0 1 3
0 1 5 0 1 5 0 0 2 0 0 1

Im Tableau ganz rechts steht U, die Pivotspalten bilden L, also

200 1 4 4
L=|1 1 0|, wU=|0o 1 3
01 2 00 1

Kontrolle:

b) det(A) = det(L)det(U) = det(L) = 4.
¢) Esist Ly = b zu 16sen. Da L eine Dreicksmatrix ist, kann man die y direkt bestimmen

2y1 =10 =Yy = 5
Y+ =10 =>y»=>5
y2+2y3= 9 =y =2

d) Ebenso kann man aus der Dreiecksmatrix U die Losung x fiir Ux = y von unten nach oben

bestimmen:
X1 + 4x, +4x3 =5 =x = 1
XQ+3)C3=5 :>XZ=—1 O
X3 = 2 = X3 = 2
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Das Gleichungssystem Ax = b ist iiberbestimmt, es wurde in Abschnitt 7.8 gezeigt, dass die beste
Losung aus dem (nicht tiberbestimmten) Gleichungssystem

12.2. Gegeben sind

A'Ax = A'b
bestimmt werden kann.
a) Bestimmen Sie A’A und A’b.
b) A’A ist eine symmetrische Matrix, finden Sie die Cholesky-Zerlegung A’A = LL'.
¢) Losen Sie Ly = A'b.
d) Losen Sie L'x = y.

Losung. a)

2 1 1

el I

b) Nach dem in der Vorlesung besprochenen Algorithmus fiir die Cholesky-Zerlegung bestimmt
man zuerst das Element in der Ecke links oben:

ay

L (9 6\ (96
LL_(6 4+2) (6 6

schliesst man dann, dass ? = \/E also
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Aus der Gleichung

c¢) yist Losung des Gleichungssystems
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d) xist Losung des Gleichungsystems
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12.3. Konnen Sie die Matrix

1 1 1
A=[1 &+1 a+1
1 a+1 3

als Produkt A = BB’ schreiben? Wenn ja bestimmen Sie eine solche Matrix B.

Losung. Die Cholesky-Zerlegung ermoglicht, eine solche Zerlegung zu finden mit einer unteren
Dreiecksmatrix L der Stelle von B.

Element 11:
1 7 0 0)(?
= ol{o = ”=1 = ?7=1
0 0
Element 12:
1 1 1 0 0\(1 ?
=1? 0f(o0 = 1.97=1 = 92=1
0 0
Element 13:

Element 22:

1 1 1 1 0 01 1 1
1 a®+1 =1 2 ofjo 2 = dA+1=1+?7 = 9=a
1 0

Element 23:
1 1 1 1 0 0)y1 1 1
1 @+1 a+1|=[1 a 0|0 a ?| = a+1=1*+a-7 = ?2=1
1 ? 0
Element 33:
1 1 1 I 0 0)(1 1
1 @+1 a+1|=|1 a O|[0 a 1| = 3=1"+4d'+7 = ?2=1
1 a+1 3 11 7)1 1 ?
Damit ist die Matrix L gefunden:
1 00
L=|1 a 0},
1 1 1
wie man durch nachrechnen des Produkts LL' verifizieren kann. O
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12.4. Diese Aufgabe ist eine Lernaufgabe, mit der Sie die Bestimmung der QR-Zerlegung erar-
beiten konnen. Die Berechnungen in dieser Aufgabe werden mit Vorteil nur numerisch mit dem
Taschenrechner durchgefiihrt.

a) Gegeben ist die Matrix
3 0 -3
A= [—2 -5 2].
-2 -1 -1

Wenden Sie den Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsprozess auf die Spalten von A an,
die neuen Vektoren bilden die Matrix Q.

b) Ist die Matrix Q orthogonal? Ist das immer so, also nicht nur fiir diese spezielle Matrix A?
¢) Finden Sie eine Matrix R derart, dass A = QR. Was fillt ihnen an der Matrix R auf?

d) Im Gram-Schmidt Prozess wurden die Spalten g, so konstruiert, dass a; eine Linearkombi-
nation von g mit 1 < k < i ist. Schreiben Sie diese Bedingung fiir jedes i mit Hilfe von
Koeffizienten ry;

e) Zeigen Sie, dass die Linearkombinationen von Teilaufgabe d) auch als Matrixprodukt A = QR
geschrieben werden kann.

Losung. a) Das Orthonormalisierungsverfahren liefert
1 3 0.727607
by = —|-2|=]-0.485071
VI7|-2) |-0485071
0 —2.11765
=5[-2.9104 - b, —3.58824 0.505790
—(ar - -1 0.41176 e
by =2 (“; bbb _ > =~ = |-0857032
I I I 0.098348
-3 —-1.20805
2 [+2.6679 - by +0.29504 - b, 0.45302
PR (az -b))by — (a3 -by))by  \~1 _ =2.26510
3 1Z| 4 Z]
—-0.46343
=] 0.17379
—-0.86893

Zusammengefasst in eine Matrix ist dies

0.727607 —0.505790 -0.463428
Q0 =1-0485071 -0.857032  0.173785].
—-0.485071  0.098348 —-0.868927

b) Durch Ausmultiplizieren erhélt man

1 4.1633-107"7 —-5.5511-107""7
00 =| 4.1633-107" 1 -1.1102 - 10710,
-5.5511-107Y7 —1.1102- 1076 1
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Die Terme auBlerhalb der Diagonalen sind praktisch gleich 0, sie sind durch Rundungsfehler
entstanden.

¢) Da Q orthogonal ist, ist 0~' = Q', und wir kénnen R direkt berechnen:

4.1231 2.9104 ~2.6679
R=0"'A=(QA=|-33307-10"1 4.1868 ~0.29504
6.6613 10716  —2.2204-1071®  2.6068

Bis auf die wieder durch Rundungsfehler verursachten Terme unter der Diagonalen ist dies
eine rechte obere Dreiecksmatrix.

d) Esist

ay = ruqi
az = riaq1 + g2

az = ryi3q) + ra3gr + raqgs

e) Aus der Definition des Matrixproduktes (“Zeilen X Spalten”) liest man ab, dass

i riz2 ri3 ... Fip
0 1)) 3 Fon
A=Q 0 0 r3z ... r3n.
0 0 0O ... rm
O
12.5. Betrachten Sie die Matrix
V2 0 0
_ 3 3\3
A=l 0 5 =5°
V2 0 0

a) Bestimmen Sie die Singuldrwerte von A.

b) Welchen Rang hat A?

¢) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von Kern und Bild von A.
d) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von ker A* und im A+.

e) Bestimmen Sie die Pseudoinverse AT von A.

f) Berechnen Sie P; = AA" und P, = ATA.

g) Uberpriifen Sie, dass P, und P, Projektionen sind, also P? = P; und P2 = P, gilt.
1 2
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Losung. Alle Teilaufgaben konnen, gelost werden, wenn die Singuldrwert-Zerlegung von A bekannt
ist. Diese kann man finden, indem man das Eigenwertproblem fiir B = AA’ und C = A’A 16st:

2 0 -2 4 0 0
B=AA"=| 0 9 0], c=AAa={0 ? ‘%@
-2 0 2 0 93 2

4 4

Der zweite Standardbasisvektor e; ist ein Eigenvektor von B zum Eigenwert 9 und der erste Stan-
dardbasisvektor e ist ein Eigenvektor von C zum Eigenwert 4. Es miissen jetzt nur noch Eignewert-
probleme fiir die verbleibenden 2 x 2-Matrizen

B() = (_2 2) und C() = 93 27

gelost werden.

2.1 =2 9 W
=57 Xa@W=lys »t
2 4
9 27 243
_ N2 —(Z _ - _ _ -
=2-47-4 (4 ﬂ)(4 ﬂ) 6
=2 —41=(1-4)2 =2-91=1-9)1

In beiden Fillen ist einer der Eigenwert 0, der andere ist 4 beziehungswiese 9. Die zugehorigen
Eigenvektoren findet man mit dem Gauf3-Algorithmus:

) T -1 9 9w 1 V3
-0- i 4
A=0: 2 21710 o o5 1 Tl o
2 V3
i =| 3 %Z(%)
= -3
2 -2 1 1 -7 9 1 _¥B
. 4 4 3
A#0: 5 2170 o 9%5 _% - 0 0
N2 1
(4 oe(}
-5 =

Die Eigenvektoren sind bereits auf Linge 1 normiert. Die Eigenvektoren muss man jetzt in abstei-
gender Reihenfolge der Eigenwert ein die Matrizen U und V einfiillen

0o 2 ¥ 0 1 0
2 2 N
U=|1 0 v=[1 0 ¥
V2 A2 V3 1
0 -5 = 2 0 =
Die Singuldrwerte sind
V9 0 0y (3 00
=10 V4 o|l=|0 2 0
0 0 0 0 0 0
Damit ist die Singuldarwertzerlegung gefunden, man kann durch Nachrechnen priifen, dass

A=UZV'.
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a) Die Singuldrwerte von A sind 3, 2 und 0.

b) Der Rang ist die Anzahl der nicht verschwindenden Singuldrwerte, also rank A = 2.

¢) Die gesuchten Basen konnen durch Auswahl von Spaltenvektoren aus den Matrizen U und V

gefunden werden.

0 0
kerA=<‘/T§> und imA:<1
_1 0

2

\a
2
0

b} _ﬁ>'
2

d) Die verbleibenden Vektoren bilden Orthonormalbasen der verlangten Orthogonalkomplemen-

te:
0 1
kerA* = < % .1 0 > und imAt = <
¥Mllo
2

e) Die Pseudoinverse erhilt man aus dem Produkt

1 1
7 00 v 0 i
AT=vio § olu'=[o0 % 0
0 0 O 0 X% 0
f) Durch Ausmultiplizieren erhélt man
1 1
2 0 = ! ?
P] = 0 1 0 und P2 =10 1
1 1
-2 0 3 0o ¥
g) Die Uberpriifung ist eine simple Rechnung.
12.6. Berechnen Sie die Determinante der Matrix
25u% Suv 10u?
A=]|5uww VvV+9%2 —uy mitu >0
10u? —uy v+ 5u

mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung.

Losung. Fiir die Cholesky-Zerlegung setzt man

i 0 O
L=l ln O

L bn I3

V2

o
5)

N »l& (e}
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und berechnet dann schrittweise die Matrixelemente /;; von L durch Ausmultiplizieren von LL' und
Vergleich mit A:

B, =254 = I =5u
i1l = Suy = bLi=v
Ll = 10u? = I =2u
B, + B, = v +9u? =
B, =9’ = Ilp=3u
bl + b1lz; = —uy
Bulzp = —uv —2uv = Il3p =-v

2 2 2 _ .2 2
By + 15, + 15, =v" +5u
Gy=50" -4 = Ip=u

Dabher ist

50 0 0
L=|v 3u 0|=detL=154.
2u —-v u

Damit kann man jetzt auch die Determinante von A berechnen: det A = det LL' = (det L)* = 15%u® =
225u. @)

12.7. Zeigen Sie, dass die Einheitsmatrix [ postiv definit ist. Zeigen Sie weiter, dass die Matrix

nicht positiv definit ist.

Losung. Die Einheitsmatrix ist positiv definit, denn

v\ (1 0\(v
VtIVZ(V;) (O 1)(V;)=vf+v§>0

<[ o

VKV = 2vivy

fiirv # 0.
Die Matrix

ist dagegen nicht definit, denn

kann jeden beliebigen Wert in R annehmen. O



